Curso de Matemaéticas — Geometria Analitica Apuntes de sevmetria

Resoluciéon Completa v (Guia de
Geometria Anclitica

Estudio detallado de pos.-iones relativas,
paralelogramos. angulos, distancias y
perpendicularia.d en el plano real

r ~eparado especialmente para:

E-tudiante de Bachillerato

m' wgl clave / Intuicion

Idea central de esta guia:

La geometria analitica conecta de forma magistral las expresiones algebraicas con
sus representaciones espaciales en el plano. En este documento se resuelven detalla-
damente cada uno de los ejercicios del examen de geometria analitica, combinando
el andlisis vectorial de clase con interpretaciones alternativas (pendientes y férmulas
clasicas) para lograr un dominio conceptual completo de la materia.
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1. Rectas Paralelas y Distancia entre Flla-

En este primer ejercicio se analiza como determinar cuan.~ d. 5 rectas son paralelas a
partir de sus ecuaciones en distintas formas y cémo calct 'ar 1i. distancia que las separa.

Paralelismo entre Rectas en el Plano - _

Dadas dos rectas r y s en el plano coordenado ™2, son paralelas (r || s) si tienen la
misma direccion. Esto se puede analizar Haio do. enfoques equivalentes:

1. Enfoque analitico (Pendiei."es): Si las rectas se escriben en su forma
explicita y = mx + n, sus yewn ‘ienves deben ser iguales:

m, = Mg

2. Enfoque vecto.ial {Vectores normales/directores): Si las rectas se
expresan en su ~rma general Ax + By + C' = 0, sus vectores normales
i, = (A, I) y fis = (Ag, Bs) deben ser proporcionales:

A
L, =k-n, <= (A, Bs)=k-(A4.,B,) = —=—=k

1.1. Calculo del Parametro a para que las Rectas sean Paralelas

Sean las rectas:
r:y:——g, s:—l4x+ay—7=0

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 1 — Apartado a) Calcula cudnto debe valer el pardmetro a para que

las rectas r y s sean paralelas.
Solucién Paso a Paso:
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Método A: Utilizando Vectores Normales (Preferencia de las
Notas de Clase)

1. Expresar la recta r en su forma _eneral Ar + By + C = 0:
Partimos de la ecuacién explicita ce .

/
) 7
0

N | k=

1y =

Multiplicamos todos loe tér.. “110s por 6 para eliminar denominadores:
by = —-Tx — Tr+6y—3=0

El vector no.. al ceres @i, = (7,6).

2. Extraer ' vector normal de la recta s: La ecuacion de s es
—142 +« 1= 7 =0, por lo que su vector normal es 7iy = (—14, a).

3. « antear la condicién de proporcionalidad de vectores nor-

males: Para que sean paralelas, debe existir una constante k tal
que:

Ay =k-fl, = (—14,a) =k (7,6)

Separamos en componentes:

14=Tk = k=-2
a=06k = a=06(—2)=-12

Por tanto, el valor del parametro debe ser .

4 tutormatepro.com



Curso de Matemaéticas — Geometria Analitica Apuntes de sevmetria

Método B: Utilizando las Pendientes (Camino Analitico Alterna-
tivo)

1. Identificar la pendiente de r: Ca 'o que r estd escrita como
Yy = —%x + %, su pendiente es diresta. erce:

2. Despejar y en la ezu. ~ién de s para hallar su pendiente:

14 7 14
—ldx+ay—7T=" = ay=14z4+7 = y= EQH—E = my = .

3. Igualar . nbas pendientes:

7T 14 84
M, =N, — 5= 4 — —T7a=84 — a=—=-12
a/ R—

“mbos métodos nos llevan, de forma consistente, a la solucién final

cela=-12]

iMucho cuidado con las fracciones al pasar a forma general! En el paso 6(%1’—1—3} — %) =
0, asegurate de multiplicar cada sumando de manera correcta. Un error comun es
escribir 7z + 6y — 1/2 = 0 u olvidar cambiar de signo los términos al trasponerlos al
lado izquierdo.
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1.2. Distancia entre las Rectas Paralelas

Sustituyendo a = —12, las ecuaciones de nuestras rectas son:

r:7r 46y —3=0, s:—1dx- 1M -T7=0

Calculo de la Distancia entre Rectas ‘ @_

La distancia entre dos rectas paralelas se prede 'eterminar mediante dos técnicas:

1. Distancia de un punto a ur. vecta: Se elige un punto cualquiera P(x, yo)
que pertenezca a la recta r. y “e caicula la distancia de ese punto a la recta s
mediante la formula clasica:

_ ‘Asxo + BsyO + Cs’

1(,rl,b\ = d(P,S) =
A2 + B2

2. Formula {ire 'ta de paralelas: Si escalamos ambas ecuaciones para que
tengar 1os 1. "m10s coeficientes en x e y (Az+ By+Cy = 0y Az+ By+Cy = 0),
la distai. ia es:

J G =Gy
)= Vs

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 1 — Apartado b) Halla la distancia entre las dos rectas para ese valor
del parametro.
Solucién Paso a Paso:
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Método A: Distancia de Punto a Recta (Preferercia de las Notas
de Clase)

1. Elegir un punto conveniente P de¢ a recta r: Tomemos zy = 3
y sustituyamos en la ecuaciéon de r:

73)

= - :-——:——:—3

1 !
2° 6 2 Ff 6 6 6

Yo =
Por tanto, el punto P(" —5, & 7.

2. Calcular la distc nc. . de P a la recta s : —14x — 12y — 7 = O:
Aplicamos la )1 ~ule de distancia punto-recta:
| —1a5)—12(-3) -7 [—-42+36—-7 |—-13] 13

R ' e R ey v SRRV T VT

I mo /340 = /4 -85 = 2\/%, racionalizamos el resultado:

13 13v85 13V/85

— - — ~ 0.705
| 285  2-85 170 h
- )

Método paso a paso

Método B: Usando la Formula Directa entre Paralelas

1. Normalizar los coeficientes de las rectas: Tenemos r : 7x + 6y —
3=0. Para s: —14x — 12y — 7 = 0, dividimos toda la ecuaciéon por
—2;

7
7x+6y+§:O

Ahora ambas tienen A =7y B=6,con C} = -3y (5 = %

2. Aplicar la féormula:

_lCe=C]  E-(=3)  1E+8 B 13 138
VA2 + B2 J72+62  49+36 /85 285 170
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Rectas paralelas y distancia

SN

m— 7 Tr 46y —5—=0
w6y, %:O

—

Figura I: Representacién grafica de las rectas paralelas r y s con a = —12. Se muestra el
punto P(3,—3) elegido sobre r y la proyeccién perpendicular de la distancia minima d =~ 0.70
sobre la recta s.
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2. Estudio de un Paralelogramo en el Pla. <

1

Este ejercicio aborda la geometria de los paralelogramos me<: nte vectores y como calcular
su drea a partir de determinantes algebraicos.

Propiedades Vectoriales de un Paralelogrg s_

En un paralelogramo ABC'D;, los vértices aay. “en.es estan ordenados ciclicamente.
Esto implica que los vectores formados pcr los lac 5 opuestos son idénticos tanto en
modulo, direccion como en sentido:

—

AB=") y AD=BC

A partir de estas igualdad~s, s. conocemos las coordenadas de tres puntos (por
ejemplo, A, B y C), pc 'smc ' determinar de manera tnica las coordenadas del
cuarto vértice D:

D=A+AD = A+ BC

2.1. Dete. mi..acion del Cuarto Vértice D

Se dar ‘os puntos:
A(1,2), B(-1,5), C(2,7)

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 2 — Apartado a) Calcula cudles son las coordenadas del punto D.
Solucién Paso a Paso:

1. Calcular el vector BC: Hacemos el extremo menos el origen:
BC=C-B=(2,7—-(-1,5)=(2-(-1),7-5) = (3,2)

2. Calcular el punto D a partir de A usando el vector anterior: Como
se cumple que AD = BC, tenemos:

D-A=BC = D=A+BC
Sustituyendo los valores conocidos:

D=(1,2)+(3,2) = (1+3,2+2) = (4,4)

Por tanto, las coordenadas de nuestro punto son | D(4,4)|.

3. Comprobacién analitica: Podemos comprobar que los vectores opuestos
AB y DC' también coinciden:

AB=B—A=(-1,5)—(1,2) = (-2,3)
DC=C—-D= (2,7 —(4,4) = (-2,3)

Como AB = Db, el punto D es geométricamente correcto.

9 tutormatepro.com



Curso de Matemaéticas — Geometria Analitica Apuntes de Feuvmetria

jCuidado con el orden de las letras! Es un error habitual asu v que la igualdad
es AD = CB. Nota que el vector C'B tiene sentido or.stc a B_C’, de modo que
OB = (—3,—2). Si usas ese sentido erréneo, obtendr. s ur punto incorrecto D' =
(1,2) + (—3,—2) = (—2,0), el cual no formaria 1~ paralelogramo convexo con el
orden ABCD.
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2.2. Area del Paralelogramo

Area mediante Producto Vectorial/Determinan ot L

El area de un paralelogramo determinado por dos vecto. .. no colineales @ y U en el
plano real R? es igual al valor absoluto del determ.. ante de la matriz que forman
dichos vectores como columnas (o filas):

Area =

\

Uy T

det | | = |uzvy — uyvy,
(o ’l’q,/ |

Ejemplo Practico / Re ()Y de Ejercicio

a

Ejercicio 2 — Apartadc b) Calcula el area del paralelogramo.
Solucién Paso a Mas -

1. Obtener 1 3 vectores que parten del vértice A: Calculamos el vector
AR v el ector AD:

AB=B—A=(-1,5)—(1,2) = (-2,3)
AD=D—-A=(4,4)—(1,2) = (3,2)

2. Construir la matriz y calcular su determinante: Planteamos el deter-
minante con los vectores AB y AD:

—2 3
det<3 2)_(—2)-2—3.3_—4—9_—13

3. Aplicar el valor absoluto para obtener el area: Como el area debe
ser un valor no negativo:

Area=|—13| =13

Por tanto, el 4rea del paralelogramo es de | 13 unidades cuadradas |
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Paralelogramo ABCD

a

° 5
\ L_’lr‘ba =13 u? \
()
/

D(4,4)

Figura 2: Gréfica del paralelogramo ABC D. Se muestran los puntos dados A, B, C, las
coordenadas calculadas de D(4,4) y los vectores directores de los lados opuestos de la figura. El
area delimitada por el paralelogramo es de 13 unidades cuadradas.
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3. Angulo que Forman Dos Rectas

El calculo del angulo entre dos rectas nos permite entender s mcl 1acion relativa y resolver
intersecciones geométricas.

Angulo entre Rectas
a

El dngulo agudo 0 € [0,90°] que forman dns 1 ~tas r y s en el plano es el dngulo
determinado por las direcciones de sus vec ores dire ctores v, y U. Se calcula mediante

la formula: L.
A A

IREANEA]

o,

Donde:
= 7, - U es el producce escular de los vectores directores.
» ||7|| representa e m5dulo o norma de cada vector.

= El vaior ab. 1o en el numerador garantiza que se obtenga el dngulo agudo
(el menc de los dos angulos posibles).

3.1. Kk <olucién Analitica del Angulo

Sean las rectas:
r:(zy)=(1,0)+k(-1,-3), keR, s:=3x+Ty+1=0

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 3 Calcula el angulo que forman las rectas r y s.
Solucién Paso a Paso:

1. Obtener el vector director o, de la recta r: La recta r viene dada en
forma vectorial. El coeficiente de la variable libre k nos da el vector director

directamente:
v, = (—1,-3)

2. Obtener el vector director v, de la recta s: La recta s esta en forma
general. Su vector normal es 77y = (=3, 7). Un vector director 05 = (v1,v9) es
perpendicular al vector normal 77,, lo que implica que v, - 75 = 0. Podemos
tomar:

vy = (7,3) (ya que 7(=3) +3(7) = =21+ 21 =0)

3. Calcular el producto escalar de los vectores directores:

T, 7= (—1)(7) + (—=3)(3) = =7 —9 = —16
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Tomamos el valor absoluto:
7, - 5 = | — 16| = 16
4. Calcular el médulo de los vectores direcuvores:
17l = (=12 + (=3) - v1I+9=+10
|15,]] = V72~ 32 := v 49+ 9 = /58

5. Sustituir los valores er la .S»mula del coseno:

0 = 16 16 5 0.66436
COSs = L G — = = =g .
VT8 /B80  2v145 /145

6. Calcular el aagu'ou en grados:

0 = arc cos (%) ~ 48.37°

Ive “a ae coincidencia con las notas de clase: Si se redondea el coseno a 4
fras decimales como en los apuntes de clase (cos 6 ~ 0.6643), obtenemos

[0 ~ 48.39°|. Como alternativa, Lara también menciona en sus clases que
el angulo suplementario es otra forma de expresar la inclinacién entre las

rectas:
f = 180° — 48.39° =|131.61°

14 tutormatepro.com



Curso de Matemaéticas — Geometria Analitica Apuntes de sevmetria

Angule entre las rectas

a1
— r:3r—y—3=0 /
— 5 —3r+T7y+1=0 \J

37 /

/

Figura 3: Representacién grafica de las rectas secantes r y s. Se muestra el punto de corte
unico 1(1.11,0.33) y el dngulo agudo de corte entre ambas direcciones, el cual mide
aproximadamente € ~ 48.37°.
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4. Distancia de un Punto a una Recta

Este ejercicio desarrolla el concepto de distancia minima exn ! e pacio bidimensional y la
construccion de la ecuacion general de una recta a partir e dos puntos.

Formula de la Distancia Punto-Recta - _

Dada una recta r en su forma general Az+ By C':= 0y un punto exterior P(zo, ¥o),
la distancia mas corta (perpendicular) de F a r . ~ calcula como:

- _4£Lj+By0+C|

d(P,r)
Y7y

4.1. Resolucion del r ~oblema

Queremos calcular 14 o ta .cia entre el punto P(—1,5) y la recta r que pasa por:

A(0,3) y B(—1,6)

AP ractico / Resolucién de Ejercicio

. ercicio 4 Calcula la distancia entre el punto P(—1,5) y la recta r.
Solucién Paso a Paso:

1. Hallar el vector director AB de la recta:
AB=B—A=(-1,6)—(0,3) = (—-1,3)
La pendiente de la recta es m = _il = —3.

2. Escribir la ecuacion de la recta r: Utilizamos la forma punto-pendiente
con el punto A(0, 3):

y—3=m(zr—z4) = y—-3=-3(z-0) = y—-3=-3z

Pasamos todos los términos al mismo miembro para obtener la forma
general:
3x+y—3=0

De aqui, identificamos los coeficientes: A =3, B=1, C = —3.

3. Aplicar la férmula de distancia con el punto P(—1,5): Sustituimos

xog = —1, yo = 5, y los coeficientes de r:
d(P,r) = 13(-1)+1(5)-3] |-3+5-3] |-1 1
’ V3T +12 V9+1 10 10
Racionalizando la expresion multiplicando por %:
10
d(P,r) = % ~ 0.316 u
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Distancia de un punito a una 7¢Cua

e
=\
30
y
N

__— r:3x+y—3=0
I

Figura 4: Gréafica de la recta r que pasa por los puntos A(0,3) y B(—1,6). Se resalta la

posicién del punto exterior P(—1,5) y el segmento perpendicular que une a P con r, con una
longitud exacta de d = +/10/10 ~ 0.32.
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5. Rectas Perpendiculares y Célculo de Ar ~5s de Triin-
gulos

La perpendicularidad es una relacién fundamental que s..np. *6ca la btisqueda de distancias
y alturas en figuras geométricas de tres lados.

Ortogonalidad y Rectas Perpendicula -‘_

1. Si una recta r es perpendiculer & u vector dado 4, entonces dicho vector es
un vector normal de la recta 7, = 4. Por lo tanto, los coeficientes de su
ecuacién general son los covuy neuces de 4.

2. Si dos rectas son perpenc. “w.ares, sus vectores normales son perpendiculares
entre si, lo que signit, 2 que el producto escalar es nulo: 7, - 77, = 0. Si
i, = (A, B), pod~mc * tomar 71, = (=B, A) o (B, —A).

5.1. Consti icc.2u de Rectas e Interseccion

cfgloj¥ractico / Resolucién de Ejercicio

E) rcicio 5 — Apartados a, b, c)

a) Halla la recta r que pasa por B(4,2) y es perpendicular al vector
u=(3,5).

Solucién: Dado que la recta r es perpendicular al vector u, este vector actiia
como el vector normal 77, = (3,5). La ecuacién general de la recta es:

3(x—4)+5(y—2)=0 = 3z —12+5y—10=0 = |r:3x+5y—22=0

b) Determina la recta ' que pasa por el punto A(—4,0) y es perpendi-
cular a r.

Solucién: Al ser r’ perpendicular a r, su direcciéon normal debe ser perpendicular
a 7, = (3,5). Podemos tomar como vector normal de r’ al vector 7i,» = (5, —3).
Planteamos su ecuacién general a partir del punto A(—4,0):

5(z—(—4)) —3(y—0)=0 = 5(x+4)—3y=0 = |7 :52 -3y +20=0

c) Halla el punto C: punto de corte entre las rectas r y r'.
Solucién: Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales por reduccion:

3uby=22  (x3)  _ [9%+15y=066
5z — 3y = —20 (x5) 25z — 15y = —100

Sumando ambas ecuaciones:

Mr=-34 — z=-1
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Sustituimos © = —1 en la primera ecuaciéon para calcular .
3(-1)+5y=22 = —-3+4+5y=22 = 5y=2F = y=>5

Por tanto, el punto de interseccién es |C'(—1,5)".
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5.2. Célculo del Area del Tridngulo ABC (EXTR. 1)

Contamos con los puntos A(—4,0), B(4,2) y C(—1,5).

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicig _

Ejercicio 5 — Apartado d) [EXTRA 1] Malc. ' el drea del tridngulo ABC.
Solucién Paso a Paso:

Método A: Utilizando Deter ninantes Vectoriales (Via Rapida de
Notas de Clase)

1. Definir dos vecto. »s con origen comun: Tomamos los vectores
que parten drl ve. “ice A hacia C'y de B hacia C"

AC =C — A= (-1,5)— (—4,0) = (3,5)
BC =C—B=(-1,5)— (4,2) = (=5,3)

2. Ap.icar la féormula del drea mediante determinantes en R?:
L. &rea de un tridngulo determinado por dos vectores es la mitad de
la de su paralelogramo asociado:

P 1 3 -5 1 1 34
Area = > |det (5 5 )’ = 5\3(3) —5(=5)| = §|9+25| =5 —
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Método B: Usando la Férmula de Base por Altnra (Via Clasica
de Notas de Clase)

1. Calcular la Base como la longitua el segmento AB:
AB=B—A=(4,.\— —4,0)=(8,2)
Base (b) = ||AR| /32 +22 = V68 = 2/17

2. Calcular la Altura c. mo 1a distancia del punto C' a la recta
AB: El vector normal a 1a recta AB es perpendicular a su vector
director d = (8.7%), y  lo que elegimos 77 = (—2,8). La ecuacién de
la recta AB e <a por A(—4,0) es:

- Az +4)+8y—0=0 = —20+8y—8=0

Celc. 'amos la altura (h) mediante la distancia de C'(—1,5) a esta

wtal

—2(=1)+8(5) =8 _[24+40—8 34
(—2)2 + 82 V68 V68

2 = d(C,recta AB) = |

Dado que V68 = 2V/1T7:

3. Calcular el area:

Area:b-h:wl_?-\/ﬁ:zn:
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Rectas perpendicularesg y triangulo ABC

-
==

-
-
-
L—-—

—_

B(4,2)

T T o O T
-6 -5 La -3 2 -1
m— 37+ 5y —22=0
— A(—4,0) | 20=
r 4

-1

Figura 5: Grafica del tria. ~vlo ABC formado por las rectas perpendiculares r y r’. El angulo
recto en C(—1,5) musstra que el tridngulo es rectangulo, y su drea encerrada es de 17 unidades
cuadradas.
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6. Determinacion de Parametros en Fo6r1. las de Dis-
tancia

Las ecuaciones de distancia punto-recta a menudo impli_ai. '= existencia de dos soluciones
geométricas debido al uso de valores absolutos.

Geometria de la Distancia Constante _

Para una recta r fija en el plano, el conjun < de toc.os los puntos P que se encuentran
a una distancia constante d de ella stéa compuesto por dos rectas paralelas a r,
situadas a ambos lados de la misr.

Al buscar un punto sobre una t1ar ecoria especifica (como la recta vertical x = 2)
que esté a distancia d, la ecuac. ' resultante contiene un término de valor absoluto
|z|, 1o que se descompone de rina natural en dos casos mateméaticos diferenciados.

6.1. Resolucién a:l Problema con Parametro

Queremos de’ ~rm._ar el valor de a (designado en ocasiones como ¢ en las notas de clase)
para que 1. dist. acia de la recta:

r:3r+4y—12=0

al punto
P(2,a)

sea de exactamente 2 unidades.

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 6 [EXTRA 2] Determina a para que la distancia sea de 2 unidades.
Solucién Paso a Paso:

1. Planteamiento de la ecuacién de distancia: Aplicamos la férmula
clasica para P(2,a) y larectar (A=3, B=4,C = —12):

3(2) + da — 12|
VETE

Simplificamos el radicando del denominador y la expresion del numerador:

d(P,r) =

6 + 4a — 12 |4a — 6]

V25 5

Multiplicamos por 5 a ambos lados de la igualdad para despejar el valor
absoluto:

)

|40 — 6] = 10

2. Descomposicion en los dos casos posibles:
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Caso 1: El argumento del valor absoluto es positivo
da—6=10 = 4da=1¢ = ~ la=4

Esto da el primer punto factible: | /. 4_,;

. J

Método paso a paso _

Caso 2: El argumento a ! valor absoluto es negativo

~(4a-6)=10 = 4a+6=10 = —da=4 =

Esto da el seg ndc punto factible: | Py(2, —1)|.

¢ - J

3. Conclvsio. ce resultados: Los valores validos para el parametro son
a € -1, 1 lo que da lugar a dos soluciones en el plano: los puntos | P(2,4)

s P D)

S J

iNunca te olvides del signo negativo al desglosar un valor absoluto! Es un error
recurrente concluir inicamente la solucién a = 4 y omitir la segunda rama. Recuerda
que la distancia es una magnitud escalar que mide separacion, no el lado del que se
encuentra el punto.
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Puntos P(2,a) a distancia 2 de la recta r

"K
N
N
5' \\
S
4_
d=2
3 \
2_
<
A
S
AN
\\ ]]
N
»
Q\\
[ .
1 lv) N
-1 M
-1
— 3z +4y—12=0
== 3r+4y—22=0
== 3z+4y—2=0 N
P, . S
= : N
1 . AN

Figura 6: Representacion grafica de las dos soluciones al problema. La recta vertical punteada
representa el lugar geométrico de todos los puntos de la forma P(2,y). Los puntos P(2,4) y
P(2,—1) son los dos tinicos puntos de esa recta que guardan una distancia exacta de 2 unidades
con respecto a r.
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