Curso de Geometria Analitica Vectores, Rectas y ~ ~licaciones

Geometria Analitica et. ol Plano (R?)

Combinaciones lineales, ec zciones de la recta,
paralelismo, perpendicularidad » propiedades métricas

Preva. a0 especialmente para:

Estodiante de Bachillerato

Ide~ cenu.al de esta compilacion:

La ge retria analitica conecta de forma perfecta el algebra de los vectores con
la intuicién espacial del plano. Representar y manipular rectas mediante vectores
directores y normales, y calcular intersecciones, distancias y angulos, nos permite
resolver problemas geométricos complejos con total rigurosidad matematica y claridad
visual.
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1. Vectores en el Plano y Combinacioncs " ineales

Un vector en R? es un objeto geométrico dotado de magnit.' c_reccién y sentido, repre-
sentado algebraicamente por un par ordenado de coorder ~das reales.

Sean v, U, ..., U} vectores en un espacio vect. -ial V', y sean ¢y, ca, . . ., ¢;, escalares
reales. Se dice que un vector W € V es 'ma cor binacion lineal de los vectores
dados si se puede escribir de la form -

W= v, - coly+ -+ + LU

Geométricamente en R?, la -on.vnacién lineal de dos vectores no paralelos @ y ¢
mediante @ = au + fU re rese *ta un punto en el plano obtenido al estirar u orientar
los vectores originales , su. arlos siguiendo la **regla del paralelogramo™*.

Concepto: Combinacion Lineal de Vectores

20 1 W= ati + v

15 A

-
-
-

-
-
-
-
-
-

-
i~ (3.4, 10377

3'5 40

Figura 1: Regla del paralelogramo para la combinacién lineal 1 = «il + 3% con @ = (2,6)7,
7= (8,27, a=171y B =401

1.1. Resolucion de Ejercicios del Tema

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 1. Dados los vectores en R?:

o= (3) 5=(3). == (%)

Calcular los escalares m,n € R tales que ¢ = ma + nb.
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Solucién paso a paso:
1. Planteamiento de la ecuacién vectorial:

(5)n(2) (2
(%)- ()6
SISy

\

2. Formulacién del Sistema le ricuaciones Lineales (SEL): Igualando
componente a componente. obt >nemos:

[5--n=0 (Ecuacién 1)

| 2m+2n = -5 (Ecuacién 2)

3. Resolucié de sistema por el método de sustitucion: De la Ecuacién 1,
despejan. ~s la  ~i1able n:
n=3m

Susii. 'imus esta expresion en la Ecuaciéon 2:

—2m +2(3m) = =5
—2m +6m = =5

dm = —H — m:—gz—l.%

Conociendo el valor de m, calculamos n:

1
n=3 <—§) _ D 3

4 4
4. Conclusién: Los escalares buscados son m = —% yn= —14—5. Por lo tanto:
5 15~
— — _ N —b
‘TTa" T

Comprobaciéon numérica:

2 (2)-om()

El resultado coincide perfectamente.

(30 (27
(%
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Ejercicio 1: Combinacién Lineal ¢=mad + nb

gﬂ

Figura 2: Consecuencie veomé’rica del Ejercicio 1. Se estiran y reflejan los vectores @ y b con
escalares negativos m - -1.°5 y n = —3.75, resultando exactamente en el vector ¢ = (0, —5)7.

SQrActico / Resolucién de Ejercicio

. . S 1 .
wierci ‘o 2. Expresar el vector @ = 5 | como combinacion lineal de los vectores

() e ()

Solucién paso a paso:
1. Planteamiento de la ecuacion: Buscamos escalares m,n € R tales que

a = mb+ nc:
(- (2) (1)
0-(5

2. Planteamiento del SEL:

{3m +4n =1 (Ecuacién 1)

—2m — 5 =5 (Ecuacion 2)

3. Resolucién del sistema por el método de igualacién: Primero, multipli-
camos la Ecuacion 2 por 2 para eliminar el denominador:

—4dm —n =10 = n=—4m —10 (Ecuacion 2)

De la Ecuacion 1 despejamos también la variable n:

1—3m

dn=1-3m = n= (Ecuacién 1)
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Igualando ambas expresiones de n:

1—-3m

—dm — 10 =
m A

Multiplicamos toda la ecuacion por 4:

4(—4m —10) =1- 3m
—16m —a. = . —3m

Agrupamos los términos con m €. el miembro izquierdo y las constantes en el
derecho:

—1o1. +om =1+40
41

—13m =41 = m=——

Ahora sustituin. ~ n. en la Ecuacion 2’ para hallar n:

3
_lo4 130 34
13 13 13

4. Conclusioén: El vector @ se puede expresar como combinacién lineal como:

D

T=NZ, —1/2] s

-10 -5 .10

b=(3,-2)

Figura 3: Consecuencia geométrica del Ejercicio 2. El vector b se escala en sentido opuesto
(m ~ —3.15) y ¢ en sentido directo (n ~ 2.62). La suma de ambos genera el vector @ = (1,5)7.
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2. Ecuaciones de la Recta en el Plano

Una recta en el plano queda univocamente determinada = - w1 punto a través del cual
pasa y un vector que indica su direccién (vector director), alte rnativamente por un punto
y un vector perpendicular a ella (vector normal).

Formas de la Ecuacién de la Recta y ._

Dada una recta que contiene al punto Pr xs,19) <n vector director 7 = (v,,v,)":

1. Ecuacién Vectorial:

= = = 4y Zo (%
t) = fo+*7 : = -~ +t| ) teR
(t) = o <y> (yo> (%)

2. Ecuaciones Pa: 1m ‘tricas:

T = Iy + tu,
Y = Yo + tuy

3. Eruac 5n General o Implicita: Se obtiene al eliminar el parametro t. Tiene
la tc maa:

Az +By+C=0

Donde el vector 77 = (A, B)T representa un vector normal (perpendicular) a
la recta. Se cumple que 7 - v = 0, lo que algebraicamente significa:

Avg + By, =0

Ecuaciones de la Recta y Vector Normal

da
—— Recta f:z+2y—6=0
BN Director 7= (4, —2)
mmm Normal 71 =(2,4)

B(6,0)

r i T T oL T »
= H ? 6\0
_2 d

Figura 4: Recta f determinada por los puntos A(2,2) y B(6,0). Se muestra su vector director
7 = (4,—2)T y su vector normal 77 = (2,4)7 perpendicular a la recta en A.
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2.1. Posiciones Relativas de Rectas

Sean dos rectas r y s con vectores directores v, y U y vectores normales 7i,. y 7i,, respecti-
vamente:

» **Rectas Paralelas**: Son aquellas que tier~m . misma direccién. Sus vectores
directores son proporcionales:
U, = ktly  (pa.~algtin ¢ € R\ {0})
Si ademéas comparten al menos "n p. 1o, se denominan **rectas coincidentes™*.

» **Rectas Perpendiculares™ Sc ~ aquellas que se cortan formando un dngulo recto
(90°). Sus vectores direct. "es » un ortogonales:

Cor Uy =0 == VppUgy + VpyUsy = 0

Rectas Paralelas y Perpendiculares

184

-6 -4 -2 2/ 4 6 8 10 }2
(]
YR -1)

Y. —— Rectar:(2, —1)+1(3,4)
—— Recta p:(—1,5) +(3,4) (Paralela)
—— Recta ¢:(7,1) +¢(—4,3) (Perpendicular)

—6-

Figura 5: Estudio de paralelismo y perpendicularidad en el plano. La recta p es estrictamente
paralela a r, mientras que la recta q es perpendicular a ambas, cortandolas en los puntos de
interseccién indicados.
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Segmentos sobre Rectas Coincidentes

284
—— Rectar=s:(1, —2)+1%(2,3)
P1(16.16,20.74) /

~

20 1

15 1

10 4

Figura 6: Vectores de « »splazamiento U] y U5 trazados entre puntos pertenecientes a una
misma familia de re :tas »aialelas coincidentes. Notese que los vectores son proporcionales al
vector director 7 = (2, 3)7.

3. £ olicaciones Métricas y Geométricas

En esta seccién estudiaremos problemas sobre puntos medios, calculo de vértices en
figuras geométricas (paralelogramos), asi como propiedades métricas vectoriales: normas,
productos escalares y el angulo formado por dos vectores.

3.1. Punto Medio de un Segmento

El punto medio representa el centro geométrico de un segmento que conecta dos puntos
extremos.

Formula del Punto Medio

Dados dos puntos Pi(z1,31) v Pa(22,%2) en el plano R?, las coordenadas del punto
medio M(xpr,yn) que los conecta vienen dadas por la media aritmética de sus

componentes:
@
M= < 1+$2yy1+y2>
2 2
En un cuadrilatero, si las dos diagonales tienen exactamente el mismo punto medio,
la figura es geométricamente un paralelogramo.

9 tutormatepro.com



Curso de Geometria Analitica Vectores, Rectas y ~ ~licaciones

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio N/

Ejercicio 7. Sabiendo que los segmentos AC' y BD tienen e, ~ismo punto medio,
encuentra las coordenadas del punto D, sabiendo qi..

A(-2,3), B(-3,-1), C(4 -2), D(z,y)

Solucién paso a paso:
1. Célculo del punto medio del segr-~mv  AC (Mac): Aplicamos la férmula
con las coordenadas de Ay C:

My = (- °+473+(—2)>
v 2 2
() -0

2. Planteamient - del punto medio del segmento BD (Mpp): Usamos las
coordenadas dz (=" —1) y el punto desconocido D(z,y):

-3+ —1+y>

Men —
BD(2’2

3. Igu lacién de los puntos medios (Mpp = Myc): Dado que los segmentos
o mparten el mismo punto medio, igualamos sus coordenadas:

=i qrap =l 4 y)
, =(1,0.5
(=5 =) - aos
Esto nos genera dos ecuaciones independientes, una para cada componente
espacial:

* Para la componente z:

-3+z
5 =
—3+r=2 = =95

1

* Para la componente v:

—1+y
2
—1l+ty=1 = y=2

=0.5

4. Conclusién: Las coordenadas del punto D son D(5,2).

iCuidado!

En las notas manuscritas del boletin original se observaba un error tipografico en
el que se escribié que el punto medio era (1,1.5) debido a una confusién en la
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2 2

Afortunadamente, al plantear la ecuacién para la cem1 “meute y, se utilizé correcta-
mente la igualdad con 1/2 (o 0.5), lo que permitio “btener el valor final exacto de

y = 2 para el punto D. Siempre verifica cuidadosa 1exte el signo y la division de los
numeradores en el calculo del punto medio.

Ejercicio 7: Pror. ‘ad del Punto Medio

—-- Diagonal AC
J —-~- Diagonal BD

3]
/ " \ D(5, 2) [Hallado]
S 2d /./
.

Figura 7: Paralelogramo ABCD obtenido en el Ejercicio 7. Sus diagonales AC' (naranja) y
BD (morada) se cruzan exactamente en su punto medio comtin M (1,0.5).

3.2. Norma, Producto Escalar y Angulo entre Vectores
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Propiedades Métricas de Vectores N/

Dados los vectores @ = (ug, uy)" y 0= (vg,v,)":

1. Norma o Magnitud (]|@]|): Representa la lon situ. ' geométrica del vector,
calculada usando el Teorema de Pitagoras:

@]l = /g

2. Producto Escalar (4 - v): Es una o, er. 16n que devuelve un nimero real,
definida por:

—

T = Ul = P U

3. Angulo entre vectores (). ." coseno del dngulo formado por dos vectores
se relaciona con su prouu ‘to .scalar y sus normas mediante la formula:

—

u-v u-v
———— — 0 = arccos <ﬁ>
| {|7]] il

\. - 7

7 nm b / Resolucién de Ejercicio

Ejercirio ¢ Dados los vectores en R?:

) =) ()

Calcular los siguientes valores métricos:
Inciso a) Normas de los vectores:

@] = /32 + (—1)2 = V9 + 1 = V10 ~ 3.16
17| = VB2 + 22 = /25 + 4 = v/29 ~ 5.39
]| = /(-=7)2 + 12 = V49 + 1 = v/50 = 5v2 ~ 7.07

COS. =
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Ejercicio 8(a): Interpretacion Geométrica de la Norma

g{ik

Figura 8: Interpretacién g~ome “ica de la norma en el Ejercicio 8(a). La longitud de cada
vector corresponde a la k' pot. “usa del tridngulo rectdngulo formado por sus componentes
horizontal y vertical.

ractico / Resolucién de Ejercicio

Ejer ~icic 3 (Continuacién). Productos escalares y angulo:
“viciso ) Producto escalar - ¢

£

T=3(5)+ (-1)(2) =15—2=13

Inciso e) Angulo 6 entre los vectores @ y ¥: Aplicamos la férmula del coseno
del angulo:

— =

u-v
cosf = T T
1]l |71
13 13

~ 0.7634

~ VIov20 V2%
0 = arccos(0.7634) ~ 40.24°
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Ejercicio 8(b, e): Proyeccion y Producto Escalar « - v

}{ik
- =3 -1)
- = (52)
34 B proj(u)~" 7Y
[ﬂ.ﬁzuﬁu- projs(ii)[\n = 13> 0 (4 \gulo ag @
2 B
1 B
0~40.24 | .
-1 2 ‘ 5 6 7
-1 \

Figura 9: Producto escalar 7- v y dngulo 6 (Ejercicio 8b, e). Al ser el 4&ngulo agudo
(0 =~ 40.24°), el vector proye -iér projz(u) tiene el mismo sentido que @, resultando en un
rroducto escalar positivo de 13.

o / Resolucién de Ejercicio

Ejercic. ~ 8 (Continuacién). Productos escalares restantes:
Incis. ¢) Producto escalar « - w:

T =3(=7)+ (—1)(1) = —21 — 1 = —22

Ejercicio 8(c): Proyeccion y Producto Escalar 4 - o
Q.S A
i=(3, - 1)
B=(7,1)
proj;(d) = — 0.44w

2.0 1

1.54

1.0 1

i

—05169.38° J

b= —22<0 -1.0
Direccion opuesta a @
(Angulo obtuso) ~1.54

-2.0-

Figura 10: Producto escalar @ - w (Ejercicio 8c). Como el angulo formado es obtuso
(0 ~ 169.38°), la proyeccion de @ cae en la direccién opuesta a o, lo que genera geométricamente
un producto escalar negativo de —22.
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Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 8 (Continuacién). Producto escalar final:
Inciso d) Producto escalar - o

w-v=-7(5)+1(2) = -3~+2=-33

Ejercicio 8(d): Proyeccion v Pr. ‘»<to Escalar -7

- = (-7,1)
- =52
24 E proj;(w)~ — 1.14¢
T~ A~150.04°
B ~
L _T T T \Y) :
-8 -6 -4 -2 2 4 5
_1 .
W= —33< -2
Direccion #uesta a v
(Angulo obtuso)

-3

Fig ra 1.. Producto escalar & - ¥ (Ejercicio 8d). Nuevamente, debido al &ngulo obtuso
(0 ~ 150.v '°,, la proyeccion se orienta en sentido contrario al de ¥, lo que resulta en un producto
escalar negativo de —33.

tutormatepro.com
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4. Resumen Conceptual y Féormulas Clac

Conclusion fundamental a

Para asegurar el éxito en las evaluaciones de geonctrie. analitica en el plano, ten
siempre presente este mapa mental de féormulas:

Concepto Geométrico Fxp;es:J Matematica / Férmula
Combinacién Lineal en R? 7=md+nb < {cm = ma; + nb;

cy = may + nby
Ecuacién Vectorial de la Re~ta | 7(t) = po + tU
Vector Normal a la Rerca N ii = (A, B)T perpendicular a v = (B, —A)"
Condicion de Rect~s Par:elas v, = kvy, <— A,B,— A,B, =0
Condicién de Ferp 'naicularidad Gy o0, =0 = Wl 4= By, = U
Punto Me o de un Segmento M = (”“—J;”?, %)
Norma ac un Vector (Magnitud) |4]] = \/u2 + u2
£ +gulo v entre dos Vectores cosf = Hﬁzﬁ-lquﬁll

Tabla 1: Tabla resumen de conceptos y herramientas clave de geometria analitica.
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