Algebra, Geometria Analitica y Probabilidades Apum s e Clase

Curso Completo de M: tematicas y
Guia de Estudio

Sistemas de ecuaciones, 1ete1 ninantes, geometria
analitica tridimensi-na., métrica del espacio,
probabilid-de. y optimizacién

r ~eparado especialmente para:

E-tudiante de Bachillerato

m' wgl clave / Intuicion

Idea central de esta guia:

Las matematicas conectan el andlisis abstracto con la intuicién fisica. A través
de este documento, resolveremos paso a paso cada uno de los ejercicios del curso.
Combinaremos el analisis matricial, el producto vectorial, el calculo infinitesimal
y los conceptos de probabilidad con interpretaciones graficas tridimensionales muy
cuidadas para lograr un dominio intuitivo y profesional de la materia.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales y Dct.~ininantes

En este bloque se aborda la clasificacion y resolucion de <i.'~m 3 de ecuaciones lineales
(SEL) utilizando la teoria de rangos (Teorema de Rouch -Frc benius), determinantes, la
regla de Cramer y la reduccién por Gauss-Jordan.

El Teorema de Rouché-Frobenius y Cr, @_

Dado un sistema Ax = b con n variables, dcade . es la matriz de coeficientes y A*
es la matriz ampliada:

1. Sistema Compatible Dete1. ninado (SCD): Si rango(A) = rango(A*) = n.
Existe una tnica soluciér Si 4 os cuadrada e invertible (det(A) # 0), podemos
aplicar la Regla de ('ra1 ~r:

Y17 Qet(A)

donde A: e la 'natriz que resulta de reemplazar la columna i-ésima de A por
el vectc de términos independientes b.

2. 8! ten.. Compatible Indeterminado (SCI): Sirango(A) = rango(A*) < n.
Exisven infinitas soluciones. Los grados de libertad representan el niimero de
~riables libres: gl = n — rango(A).

3. Sistema Incompatible (SI): Si rango(A) # rango(A*). El sistema no tiene
solucion.

1.1. Resolucion de Sistemas por la Regla de Cramer

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 1 Hallar la solucion del sistema:

r—y+z=7
z+y—2=3
—z+y+z=1

Soluciéon Paso a Paso: Reescribimos el sistema en forma matricial:

1 -1 1 7
A=|1 1 -1|, b=]3
11 1 1
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1. Calculamos el determinante de A:

1 -1 1
det(A)=|1 1 -1
-1 1 1

= [1(1) = (=) + L(=1)] = |- (1) +1(=1) + 1(1)]
—1—(-3)=4

Como det(A) =4 # 0, el rango de A de 4* +5 3. El sistema es SCD.
2. Aplicamos la regla de Crar ~r mara cada variable:

Cdet(an 1|0 TP w0
= —— H = = — = — =
let ), 4 1 1 1 4
det(4,) 1|1 T 1| g
= det(a) 4|l % HTaT?

et(4) 111
det(4) 1|F 17 16
eb(A4) 101 1

La solucién unica del sistema es |(x,y, z) = (5,2,4) |
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Figur.

Sistema compatible determinado

Tres planos con un Unico punto comun
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solucién unica: (x, y, z) = (5, 2, 4) 6
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1: Representacion grafica del sistema compatible determinado. Se muestran tres planos
que se intersectan en un unico punto comun 1(5,2,4).
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1.2. Estudio de un Sistema Incompatible

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 2 Resolver el sistema:

2 = Ap & = %
3r+2y—4. — 1
z+3y -S2=4

Solucién Paso a Paso: Plant-amec. 1a matriz de coeficientes A y la ampliada

A*:
2 -1 1 2
A =13 2 —4 1
1 3 -5 4

1. Calculamos e. rango de A: Intercambiamos la fila 1 y 3 y realizamos
eliminacion d-: Ge 1ss:

[ 3 =5\ mom-sm (1 3 -5 1 3 -5
Ayt k|| EEEEEERA | e ]
\2 1 1 0 -7 11 0 0 0

El Tecerminante es nulo y la matriz reducida tiene solo dos filas no nulas. Por
tanto, rango(A) = 2.

2. Calculamos el rango de A*: Extraemos una submatriz de 3 x 3 combinando
las columnas de y, z y la de términos independientes:

1 1 2
M=|2 -4 1| = det(M)=10+#0
3 -5 4

Como existe un menor de 3 x 3 con determinante no nulo, el rango(A*) = 3.
Dado que rango(A) # rango(A*) (2 # 3), el sistema es Incompatible (no tiene
solucién).
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Sistema incompatible

Los cortes por parejas no concurren en co punto
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Figur 2: Representacién en 3D de tres planos sin intersecciéon comun. Se puede ver c6mo los
planos 10 comparten ningin punto en comun en el espacio, formando una configuracién

incompatible.
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1.3. Estudio de Sistemas Compatibles Indeterm»’n dos

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 3 Resolver el sistema:

rT+yt+z=vu
T—y+2z2= 2
Qr+ ‘=38

Solucién: La matriz ampliada ~s:

-
kS

I
—

|
—_
—_
\}

Realizando oper~cic. s fila:
p

1 2 0 -2 0 -4
0 0

1 1 2 Bmam-Km (1 1 1 6 1 1 1 6
_1 1 F3—)F3—2F1 F3—)F3—F2 0 _2 0 _4
2 ¢ 2 8 0 -2 0 —4 0 0

L. 7 1angos coinciden: rango(A) = rango(A*) =2 < 3. Esun SCl con 3 -2 =1
grado de libertad.

= De la segunda ecuacién: —2y = —4 — y = 2.
» De la primera ecuacion: +2+2=6 — =4 — 2.

Definiendo z =t (¢t € R) como variable libre, las soluciones son:

T 4 —t 4 -1
Yyl = 2 =12|+t]| O
z t 0 1

Geométricamente, el conjunto de infinitas soluciones describe la recta que pasa
por (4,2,0) con direcciéon (—1,0,1).
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Sistema compatible indeterminado

Una recta completa de solugjones:|(x,y,z) = (4,2,0) + t(—1,0,..

Figur. 3: Planos correspondientes al sistema compatible indeterminado. La interseccién de los
tres pla. ~s forma una linea recta roja en el espacio, que representa el conjunto de infinitas
soluciones.
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1.4. Aplicacion de Sistemas a la Asignacion y Cest s de Terrenos

Ejercicio 4 (Ej. 33) Se desea calcular las areas de tres parcelas de cultivo (x,y, 2z en m?)
conociendo que:

1. El 4rea total entre las tres parcelas es de 1870 n.’

2. La tasacién total (costo de adecuacion del « elo, es de 3,360,000 €, con valores por
m? de 1500 € en la parcela 1, 1800 € ¢n 'a pa. ~la 2, y 2000 € en la parcela 3.

3. La adecuacién de la parcela 3 equiv le o las tres cuartas partes del valor conjunto de
la primera y segunda parcela.

Definimos las variables del protlern.

= z: Area de la parcele 1 ?)
= y: Area de la par Vla 2 (m?)

= 2: Area d la pacela 3 (m?)

cgloPractico / Resolucién de Ejercicio

Sc'ueioén Paso a Paso:
Planteamos el sistema de ecuaciones a partir del enunciado:

z+y+2=1870
1500z + 1800y + 2000z = 3360000
2000z = 2(15002 + 1800y)

Dividimos la segunda ecuacién por 100 y reordenamos la tercera:

90005 — 45400x i 5400

Dividiendo esta ultima por 25 para simplificar los niimeros:

y = 11256z + 1350y = —1125x — 1350y + 2000z =0

—45x — 54y + 80z = 0
El sistema simplificado a resolver es:
T +y+z=1870

152 4+ 18y + 20z = 33600
—45x — 54y + 802 =0

Planteamos la matriz aumentada y aplicamos la reduccion:

1 1 1 1870\ m—om-15m, (1 1 1 1870
15 18 20 33600 | =B850, 10 3 5 5550
45 —54 80 0 0 —9 125 84150
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1 1 1
F3—F3+3F> O 3 5
0 0 140

= De la tercera fila: 140z = 100800 — 2 = 2. ~".

= De la segunda fila: 3y + 5(720) = 555u
650 m?.

» De la primera fila: z + 650 + 720 = 1876 = x = 500 m?.

la. pascelas son: [z = 500 m? |,

Conclusién: Las dreas de

=120 w’]

1870
9550

10080

e —

3y + 3600 = 5550 = y =

y =650 m?| y

11
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2. Geometria Analitica en el Espacio: Rcc.~s y Planos

Esta seccién aborda la modelizacién de rectas y planos er (' es, acio real tridimensional
(R3), las relaciones de ortogonalidad, coplanaridad y alin aci61 de puntos.

2.1. Reduccién de SEL a la Ecuac’ “u cel Plano

-y,

Ejemplo Practico / Resolucidy Bfercicio

Ejercicio 1 Estudiar el sisterna - caracterizar geométricamente su solucion:

NS
2v+4y —22=6
l—3:v—6y—|—3z:—9

Solucién: D do « ue las ecuaciones 2 y 3 son multiplos exactos de la primera
(Fy =2F v F3 — —3F)), el sistema se reduce a una tnica ecuacién independiente:

Tirx+2y—2=3

G Onétricamente representa un plano en el espacio con vector normal 77 =

(1,2,-1).
Para obtener sus vectores directores de la base, elegimos dos variables libres
Yy=8,z=1:
T 3 —2
r=-254+t+3 = |y|=10]+s| 1 —i—t(l 0 1)
z 0 0

Los vectores directores son @ = (—2,1,0) y v = (1,0, 1). El producto vectorial
U X U comprueba el vector normal:
i
UXU=|-2
1

i+2j—k=(1,2,-1) =1

O = Sy
— O X
Il
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Algebra, Geometria Analitica y Probabilidades
Plano generado por dos direcciones

), CONU X V=n

mX+2y—2

iy
RRIRRIR
AR,
ol
:,':,"‘,‘ i

AAAAA

3ase del plano: P + s-u + tv
Figur. 4: Plano 7 : z + 2y — z = 3 en el espacio. Se representan el punto de partida P(3,0,0),
1 vectores directores 4 y ¥ de la base del plano, y el vector perpendicular 7.
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2.2.

Analisis de Inconsistencia en la Pertenenciz « uwia Recta

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

a d
Ejercicio 2 Determinar el valor del parametrc 1 , ~ra que el punto P(2,a,5)
pertenezca a la recta r dada por:

x=4+\
TIQyY 7= 2)
S

Solucién Paso a Paso: Paia quc el punto pertenezca a la recta, debe existir
un unico parametro A\ com. * que satisfaga las tres ecuaciones al sustituir las
coordenadas de P:

= De la prime: - coordenada: 2 =4+ )\ — \ = —2.
s De la tercere coordenada: 5 =3 -\ =— A\ = —2.

Sustituimce. A = —2 en la ecuacién de la segunda coordenada para obtener a:
a=7-2(-2) = a=11

Pai.. que la pertenencia sea geométricamente factible, el pardmetro debe valer

[a=11]

Las ecuaciones continuas de la recta (despejando A en cada término) son:

r—4 y—7 2-3
i =2

2.3.

Plano determinado por Dos Puntos y un Vector Orientador

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 3 Encuentra la ecuacién general del plano 7 que tiene a 4 = (2, —2,5)
como vector director (orientador) y pasa por los puntos P(0,—2,3) vy Q(1,1,4).
Solucion: Como el plano contiene los puntos P y @, el vector que los une esta
en el plano y nos sirve como segundo vector director:

T=PQ=Q-P=(1-0,1—(-2),4-3)=(1,3,1)

Con los vectores directores @ = (2, —2,5) y ¥ = (1, 3, 1), hallamos el vector normal
7 haciendo su producto vectorial:

B=@x0=2 —2 5|=i(-2—15)—j(2—5)+ k(6 — (—2)) = —17i + 3] + 8k
1 3 1

14 tutormatepro.com



Algebra, Geometria Analitica y Probabilidades Apum s Qe Clase

Por tanto, el vector normal es 77 = (—17, 3, 8). Planteamos 1a ecuacion general
del plano con el punto P(0, —2, 3):

—17(x —0)+3(y—(-2))+8(2—-3)=0 = —"Tzx- 3y+6+82—24=0

La ecuaciéon general buscada es | —17x + 3y + 5. —18=0]
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2.4. Rectas y Planos Ortogonales en el Espacio

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

‘

Ejercicio 19 ;Cudles son las ecuaciones contir. a. 1e la recta r que pasa por
el punto A(1,0,3) y es perpendicular al plano . determinado por los vectores
directores @ = (—1,3,2) y ¥ = (2,1,0)?

Solucion: Al ser la recta r perpendicular al 12110 7, el vector director de la recta
d: debe ser paralelo al vector normal dzl plas o 77,. 1. Calculamos el vector
normal 77,:

-

j — — — — — -
e =@XT=|-1 3 20 i(* -2) = J0—4) + k(-1 -6) = =2+ 4]~ Tk
2 1

~.

\

Asi, el vector normai es o, = (—2,4, 7).
2. Construime< la. 2cuaciones continuas de r con el punto A(1,0, 3):
r—1 y—-0 =z-3
SOV

Recta perpendicular a un plano

La direccién de la recta coincide con la normal del plano

A, 0, 3)

r(x=1)/-2 = y/4 = (z=3)/-7 *

Figura 5: Recta r perpendicular al plano 7. El vector director de la recta coincide con la
normal del plano 7 = (—2,4, 7).
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Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio N/

Ejercicio 20 Sea la recta r : (z,y,2) = (5,0,2) + k(1, -, -2) y los puntos
P(1,0,—1) y Q(2,1,1). Determinar la ecuacién para. ~ét..ca de la recta ¢ que
pasa por @) y es perpendicular al plano 7 determin o 1,0r la recta r y el punto
P.

Solucién Paso a Paso: 1. El plano 7 estd .. nia.. por la direccion de la recta r,
U, = (1,1, —2), y por el vector que une un , 'ntc de la recta con el punto exterior
P. Tomando el punto A(5,0,2) de la vecra 7, ~l vector es:

Z=A—P=(b"2 —(1,0,-1) = (4,0,3)

2. El vector normal del plano 7 se calcula mediante el producto vectorial de los
vectores directores 4 y ..

i k
Mr=Ux0,=4 0 3|=(-3,11,4)
1 1 -2

3. Como . vecta £ es perpendicular a 7, su direccién es d;; =i, = (-3,11,4).
Constru. nos la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por Q(2,1,1):

r=2-—3k
C:qy=1+11k
z =144k

2.5.

Intersecciéon de Rectas y Planos con Ejes Coordenados

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 33 Encuentra la ecuacion de la recta r contenida en el plano 7 :
x + 2y + 62z — 2 = 0 que corta a los ejes de coordenadas OY y OZ.

Solucién Paso a Paso: 1. Corte con el eje OY (eje y): Los puntos sobre el
eje OY tienen coordenadas (0,y,0). Sustituimos en el plano:

0+2y+6(0)—2=0 = 2y=2 = y=1 = A(0,1,0)
2. Corte con el eje OZ (eje z): Los puntos sobre el eje OZ tienen la forma
(0,0, z). Sustituimos en el plano:

1
0+2(0)+6:-2=0 = 6:=2 = 2= = B(0,0,1/3)

3. Vector director y ecuacion de la recta: El vector director es AB=B-A=
(0, —1,1/3). Escalamos multiplicando por 3 para trabajar con enteros:

-

d. =(0,-3,1)
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Usamos el punto A(0,1,0) como punto de arranque:

r:(zy,2z)=(0,1,0) + k(0,-3,1) = r.

Recta determinada por dr cor .es con los ejes

mX+2y 6.—2=¢

\

r: (x,y,z) = (0,1,0) + k(0,-3,1)

Figura 6: Recta contenida en el plano 7 : 4+ 2y + 6z — 2 = 0. Se muestran las intersecciones
exactas con el eje OY en A(0,1,0) y el eje OZ en B(0,0,1/3).
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2.6. Alineaciéon de Puntos en el Espacio

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

a d

Ejercicio 34 Considera los puntos del espacio P( -1, ---1,3), Q(0,a—2,1—a) y
R(2,—1,6 — 6a). 1. Encuentra el valor de a para “ue estén alineados (colineales).
2. Obtener la ecuacién de la recta que los com. 'ne.

Solucién Paso a Paso: 1. Los puntos esta. =2iineados si los vectores P_Q y QHR
son proporcionales (QR = k - PQ):

PQ=Q-P=(1,-1,-2—a), QR=R-Q=(2—a+1,5—5q)

Planteamos la proporcions.’1ac ~omponente a componente:

—a+1_ 5 —5a
-1 —2—-ua

Z
=
- De la primera . 1a dad: 2=a —1 = a = 3. - Comprobamos en la tercera

componente ¢ 1 a = 3:
5-5(3) —10 _o
—-2-3 —5
“Jomo ~ proporcién es constante, los puntos estan alineados cuando .
2. Yeemplazando a = 3: P(—1,2,3), Q(0,1, —2), y el vector director es d = P_Q =
(1,—1,—5). La recta en forma vectorial es:

(x,y,2) =(—1,2,3) + k(1,—1,-5)
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Alineacidén de tres puntos

Para a = 3, los tres puntos caen en una misma recta

X y,2)=(-1,2,3)+k(1, -1, = 5) 2
v

Figur: 7: Tres puntos colineales en el espacio tridimensional para a = 3. La recta roja contiene
a los puntos P, Q y R.
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2.7. Planos determinados por Rectas y Puntos

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

a d

Ejercicio 11 Encuentra la ecuacién del plano qu - pasa por P(—4,-2,3) y
contiene la recta 7 : (z,y,2) = (1, -2, —2) + (2, ', 2).

Solucién Paso a Paso: El plano esta d:ter. iinado por el punto de la recta

A(1,—2,—-2), su vector director 7 = (? 1,.) y el vector de conexion desde P
hasta A:

G=A—P=(1-(—4), -2—(-2),-2—3) = (5,0, —5)

El vector normal del planc 7 e: el producto vectorial de @ y v:

n=uXu=

5 T N
A
|

0 —5|=i(5) — j(10 — (—10)) + k(5) = (5, —20,5)
1

g €

Podemos <imy. “fear dividiendo por 5: @7 = (1, —4,1). Planteamos la ecuacién
general der ~leno usando el punto P(—4, —2, 3):

l(x+4)—4(y+2)+1(2—-3)=0 = z—4y+2—-7=0

La ecuacién del plano es ‘x —Ady+2="7 ‘
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Plano determinado por una recta y un purtc

n=(1,-4,1) y

F ura o: Plano determinado por la recta r y el punto exterior P. El vector normal
simplificado es 77 = (1,—4, 1) y la ecuacién resultante es z — 4y + z = 7.

22 tutormatepro.com



Algebra, Geometria Analitica y Probabilidades Apum s Qe Clase

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio N/

Ejercicio 12 Encuentra la ecuacion del plano 7 que contic. - a la recta r dada
por la interseccion de 2x +y — 3z =3y x — 2y + 2 - —1 considerando que el
otro vector orientador del plano es la direccién de .~ recca s : z = %% =2z+2.
Solucién Paso a Paso: 1. Vector director ‘e la recta de interseccion u:
Se obtiene del producto vectorial de los vec. -es .ormales de los planos que la
definen:

U=r1 X7y =(2,1,-3) x (1, -2.1) = (=5,-5,—-5) ~ (1,1, 1)
2. Vector director de la rect s: _scribimos s en su forma continuas:

= — - = U;=(1,-3/2,1/2) ~ (2,-3,1)

3. Punto de apovu pc ra el plano: Dado que el plano contiene a la recta r,
podemos elegir cua. jer punto de esta recta. Tomamos el punto A(0,0, —1), que
satisface las e uac ones de ambos planos:

= 2(0) 6-3(—-1)=3
v V= 0)+ (1) =-1

il

4. "cuacion del plano: Usamos el punto A(0,0, —1) y los vectores directores
u=(1,1,1) y U5 = (2,-3,1):

r y z4+1
1 1 1 | =0 = 42+y—52—-5=0
-3 1

La ecuacién general del plano es |4z +y — 52 =5 |.
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3. Métrica en el Espacio: Distancias y Tri*ngulos

Este tema abarca la ortogonalidad aplicada a figuras cerradss, 'a ¢ timizacion de distancias
y las propiedades de division de segmentos en coordenad. s tr1 limensionales.

3.1. Comprobacién de Ortogonalic 'd » Teorema de Pitagoras

Ejemplo Practico / Resolucidy ercicio

Ejercicio 3 Comprobar que e ‘riangulo con vértices A(1,2,0), B(3,2,1) y
C(1,—4,0) es rectangulo e~ A.
Solucién Paso a Pase: “on srobamos la ortogonalidad mediante dos enfoques:

= Método A: ro.icto Escalar: Los vectores de los catetos que parten
del angulo re. ‘0 A deben ser perpendiculares (AB - AC' = 0):

ABB=B—-A=(2,01), AC=C—A=(0,-6,0)

AB - AC =2(0) +0(—6) +1(0) =0 = AB 1 AC

(«eda demostrado que es rectangulo en A.

= Método B: Teorema de Pitigoras: Comprobamos que |[AB|? +
IAC|* = |CB||*:

|IAB| =vV22+ 02+ 12 =5 = ||AB|>=5

IAC|| = /02 + (—6)2 402 = 6 = | AC|]* = 36

CB=B-C=(2,6,1) = |CB|=v2+62+12=v4 — |CB|* =4
Se verifica: 5+ 36 =41 — 41 =41.

=3
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Tridngulo rectangulo en el espacio

AB - AC = 0, por tanto el dngulo recto estd en A

Catetos: AB 'y AC

Figur * 9: E. ridngulo rectdngulo ABC' en el espacio tridimensional. El plano del triangulo y
el dngulo recto en A se indican de forma explicita.
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3.2. Minimizacion de la Distancia en funcion de u ~ P’arametro

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio e
Ejercicio 4 ;Para qué valor del parametro ¢ e: n. ~imaa la distancia entre los
puntos P(2,—1,3) y Q(t,1,2)? ;Cuanto vale es. distancia minima?
Solucién Paso a Paso: 1. Planteamos ¢l v ctor y su norma:
PQzQ—P=< -2,2,-
\/t—?, o 1)2 V2 —4t 49

2. Minimizamos la funcién ruadratica interior f(t) = t* — 4t + 9:
My =2A—-4=0 = t=2

Como f"(t) =2 > ), en . = 2 se sittia el minimo global.
3. Calculamos -1 v lor de la distancia minima:

dpmin = /22 — 4(2) + 9 = /5 ~ 2.236 unidades

Distancia minima segun el parametro
El minimo esté en el vertlce de la parabola: t = 2

14 1 : —_— f(t)—d(t)2=t2—4t+9’
—_ dt)=Vt?-4t+9
12 1
10 A
g 81
) i
> i
6 :
g
4,
[ —
\\ss ”’/
“——.—__'
2 o
0 : minimo de d: V5 =2.24
-1 0 1 2 3 4 5

Figura 10: Gréfico de la distancia y distancia al cuadrado en funcién del pardmetro ¢. El
minimo se encuentra exactamente en el vértice de la parabola, en t = 2.
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3.3. Propiedades de la Mediana y el Baricentro

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

A d

Ejercicio 5 Hallar el baricentro G del triang ¢ ~ca vértices A(—1,2,—4),
B(4,1,6) y C(0,3,4). Si M es el punto medio de. lado AB, comprobar la propie-
dad de la mediana: d(C,G) =2 - d(G, M).

Solucion Paso a Paso:

1. CAalculo del baricentro "

G:

A+B+C (-7+4 F0 2+1+3 —4+6+4> B

1,2,2
3 3 ’ 3 ’ 3 (1,2,2)

2. Calculo del prutc medio M del segmento AB:

M:A—l—B

= (1.5,1.5,1)
3. Co . prowvacién de la relacién:
+ Distancia d(C, G):

CG=G-C=(1,-1,-2)
d(C,G) = /12 + (-1)2 + (-2)2 = V6

» Distancia d(G, M):

GM =M —G=(0.5,-05,—1)
d(G, M) = 1/0.52 4+ (—0.5)2 + (~1)2 = V1.5

Multiplicamos la distancia menor por 2:
2-d(G,M) =2V15=v4-1.5 =6 =d(C,G)
La relacion de la mediana | CG = 2G'M | se cumple rigurosamente.
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Figur

Baricentro y division de la mediana

El baricentro divide cada mediana en razén 2:1

B(4,1,6)

G=2-GM 2

ApunLq Qe Clase

11: paricentro G(1,2,2) y la mediana que une al vértice C' con el punto medio M de

AB. Se visualiza la division de la mediana en razén 2 : 1.
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3.4. Puntos de Division en Razon Dada

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio e

Ejercicio 6 Hallar el punto R alineado con P(2, -« 9} y Q(6,3, —6) tal que se
cumpla la relaciéon: PZQ =3.PR.

Solucién Paso a Paso: El vector com=letc es PQ = Q — P = (3,9,—15).
Sustituimos en la condicién:

(3,9,—-15) =3 Pk —= PR=(1,3,—5)

Como PR =R — P, despejar os .

-

R=P+.R=3,-6,9)+(1,3,—5) =(4,-3,4)

El punto R divid- al sezmento de forma que PR = %PQ, quedando en razén
1:2 con respect a .7Q:

RQ=Q—-R=(2,6,—10)=2-PR

Division interna de un segmento

PQ=3PR, luego PR:RQ=1:2

-3

R=P+1(Q-P)=(4, —3,4)

Figura 12: El punto de divisién R(4,—3,4) sobre el segmento PQ). Los vectores PR v RQ
ilustran la proporcién exacta de divisién 1 : 2.
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4. Teoria de Probabilidades y Sucesos

Esta seccion introduce la base de la teoria de conjuntos . ra .ventos, los axiomas de
Kolmogoérov y la probabilidad condicional.

4.1. Experimento Aleatorio del Dz 1o » Sucesos Colectivos

-y,

Ejemplo Practico / Resolucidy Bfercicio

Ejercicio 2 Considerar el expe imento aleatorio “lanzar un dado ctibico no
sesgado y anotar el result~do™ 1. Escribir el espacio muestral. 2. Estudiar la
probabilidad de: suceso A ‘nil. <ro impar), suceso B (miltiplo de 3), complemento
A, interseccion AN B unw'u AU B utilizando la regla de Laplace y los Axiomas
de Kolmogoérov.

Soluciéon Pase a 1 '2s0: Solucion Paso a Paso:

1. Espacio ~mestral: Q = {1,2,3,4,5,6}. Los sucesos son equiprobables:
P((.Ui/ = 1/6

2. Provabilidades de los sucesos solicitados:

= Suceso A (impar): A ={1,3,5} = P(A) =g =& =|50%)|

= Suceso B (miltiplo de 3): B = {3,6} — P(B)=1gl = 2 =|333%

= Suceso Complemento A: A = {2,4,6} = P(A) =1— P(A) =
1-0.50 =[50 %].

= Suceso Interseccion ANB: ANB = {3} = P(ANB) = ;=|16.7%

= Suceso Unién AUB: AUB ={1,3,5,6} = P(AUB) =3 = .

Comprobacion mediante los Axiomas de Kolmogoérov: Para dos sucesos
cualesquiera, la probabilidad de la unién se modela como:

P(AUB):P(A)+P(B)—P(AHB)=%+%—é=%=

Se comprueba la consistencia de la medida de probabilidad.
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ApunLq Qe Clase

Sucesos en el lanzamiento de un dado
Cada resultado pesa 1/6; la unién no cuenta dos veces el 3

-
0=1{1,2,3,4,56}

A: impares B: multip os d. 3

® ©

PAI=3 "o yB) =2 ~ 66.7%] PIB) =3
L

Figura 13: Diagrama de venn ..l lanzamiento del dado. Se agrupan los elementos del espacio
muestral « ~ Tos sucesos A y B, identificando la interseccién.
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4.2. Probabilidad Condicional en una Poblacior

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

% @

Ejercicio 3 En una muestra de estudiantes se _a. ~ que el 60 % tiene el pelo
castanio (C), el 70% tiene los ojos castanios (G v el 80 % tiene al menos uno
de los dos atributos (pelo u ojos castanos'. C. lcala la probabilidad de que un
estudiante tenga el pelo castano sabiendn ¢ = tiene los ojos castafios.
Soluciéon Paso a Paso: Identificamc 3 las prc.oabilidades dadas:

P(C)=060, P(C =070, P(CUO)=0.80

1. Calculamos la probz'ilii'=d de tener ambos atributos (P(C N O)):
Utilizando la regla de a<™+ién ue probabilidades:

P(CUO)=P(C)++ IJ)—P(CNO) = 0.80=0.60+0.70 — P(C N O)

P(CNO)=1.30—0.80 =0.50 —>

2. Aplicz. ~oc la definicién de probabilidad condicional: Buscamos P(C|O)
(pelo ca. “ano dado ojos castanos):

_P(CNO) 050 5 _
F(cl0) = P(O) 070 7 =T

Probabilidad condicional
Primero se halla la interseccién usando P(C u O)

~
Q: poblacion total

[condicionamos dentro de O]

Q: gjos czist?os

50% 20%

C: pelo casta

CcnO

10%,

fuera: 20%

_P(CnO) _50% _5
P(C|0)=2502 =208 =2 ~ 71.4%

Figura 14: Diagrama de Venn y calculo de la probabilidad condicional. La regién compartida
representa el 50 % de la poblacién total y el 71.4 % del conjunto O.
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5. Optimizacién de Volimenes (Repasc G ~neral)

Este bloque final repasa la aplicacién de la derivada par. 'a . 2soluciéon de problemas
geométricos de optimizacion.

5.1. Maximizacién del Volumen de un Depésito Cilindrico
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Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio N/

Ejercicio 1 Se quiere fabricar un depoésito cilindrico cerrado - -a tapas circulares)
utilizando una ldmina metdlica de drea total fija A = 1”9 “m?. Hallar el radio r
y la altura h del cilindro que maximiza su volume ~. y calcular dicho volumen
maximo.
Solucién Paso a Paso: 1. Planteamiepni. <e.métrico: El area superficial
total del cilindro es:
A=2rr-+2 ~h

Como el area disponible es 1507, ~1ante..nos la relacion:

2nr? + 2mrh = 150 == 2nr(r + h) = 150r = r(r +h) =75
Despejamos la altura h con. fu.acién de la variable 7:

™ —72 75
pu— :—_’,”
r r

h(r)

Como el radio 3 'a & “ara deben ser positivos (r > 0,h > 0), el dominio fisico es:

L p50 = T5>r2 = 0<r<75~866dn
T

2. D~fin. v»os la funcién Volumen:
V(r) = mr’h = 7r? (? — 7") = 75mr — 73
3. Optimizamos el volumen derivando:
V'(r)=mm1—3m’=0 = 3nr’ =75mr = =25 = r=5dm

Realizamos el analisis de signos de la primera derivada en el dominio (0, 8.66)
para comprobar si es maximo:

» Parar=1¢€(0,5) = V(1) =727 > 0 (funcién creciente).
» Parar=06¢€ (5,8.66) = V’(6) = —337 < 0 (funcién decreciente).

Por tanto, » = 5 dm es un maximo local y global.
4. Valores 6ptimos:

= Altura optima: h(5) = 2 —5=15—-5 = 110 dm |

» Volumen méximo: V(5) = m(5)2(10) = | 2507 ~ 785.4 dm®
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Optimizacién de un depésito cilindrico cerra-c

Volumen en funcién del radio
V(r) = 75nr — nr3 - A
Cilin.. - optimo

maAximo + a total fija: 150m dm?
800 A

r=5dm ﬂ—"
V =250m dm? :

volumen V(r) (dm3)

200 dumi iio fsico
H a<1t /5

0 : : : : = : : J
0 1 2 3 " N 6 7 8 9
dio r (dm)

Figura 15: Opti nizacién del depésito cilindrico. A la izquierda se muestra la grafica de
volumen V' (r) « wu su wéximo en r = 5. A la derecha se representa el cilindro éptimo en 3D.

6. M. atrices y Algebra Lineal: Repaso de Selectividad

Esta seccion final recopila el estudio algebraico de las transformaciones matriciales, el calculo
de potencias de matrices y la deduccién de inversas mediante identidades polinémicas, un
enfoque clasico de las pruebas de selectividad.

6.1. Calculo de Inversas mediante Identidades Matriciales

Ejemplo Practico / Resolucién de Ejercicio

Ejercicio 1 Sean las matrices de orden 2 x 2:

2 1 2 -1
=) 255
y la matriz identidad de orden 2, I.

1. Comprobar que (A — 21)? = 31.

2. Utilizando la igualdad del apartado anterior, encontrar la matriz inversa de

A en funcion de las matrices A e I, y comprobar que coincide con la matriz
B.

Solucién Paso a Paso:
Apartado 1: Comprobacién de la identidad (A — 27)* = 31
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Calculamos en primer lugar la matriz A — 21:

2 1 10 2 1\ /(2 0\ 0 1
B A= (3 2>_2<0 1) - <3 2)‘\0 2) (3 o)
Elevamos esta matriz resultante al cuadrado:
Com2_ (0 1) (0 1) _ 00)+ (3) 0(1)+1(0)\ (3 0\ _
(Al =207 — (3 0> (3 O) o (3((‘) - 0« 3(1)+0(0)) \0 3 =
Queda demostrada la identidad.
Apartado 2: Deduccién apz.*ica de la matriz inversa A~!

Utilizamos la propiedad distribu ;iva del producto de matrices respecto a la suma y
el hecho de que la matriz idew ‘dad conmuta con cualquier matriz (Al = IA = A):

(A—2I)2 = (A -2.MA—2I) = A% —2A] — 2IA+4I° = A — 4A + 41
Igualamos este « =a1 ollo a la identidad demostrada:
A —4A4+ AT =3] = A*—4A+T1=0

Des~ ~ian s la matriz identidad I en un miembro para forzar la estructura de
_-atriz .aversa (A- A7 =11):

I=4A- A = T= A4l - A)
Por la definicién de matriz inversa, si A - C = I, entonces C' = A~L. Por lo tanto:
Al =4I-A

Evaluamos numéricamente esta expresion en funcion de las matrices conocidas
para comprobar si coincide con B:

)G9 6 ()

Se comprueba de manera exacta que A~! = B.
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Efecto Geométrico de la Transformacién Matr<i. °

omprobacion de (A — 2/)2e; = 3e;
4
(A —2l)2e; =3e;
3
2 .
>
1
(A —2l)%e; =3e;
01 * (A—2l)e;

1

. ; - ‘ : \

-1 0 1 2 3 4

Figura 16. Repiesentacion del efecto geométrico de la transformacién lineal. Al aplicar la
matriz de 'esviucién T = A — 21 sobre la base candnica se obtiene una rotacién y escalado
cruzac  pero al aplicar la vez doble (T2 = 3I), los vectores resultantes quedan perfectamente
alineados con los originales y multiplicados por un factor de 3.
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